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Soluciones
Problema 1. Demostrar que no existen enteros positivos x, y tales que:
(z+1)*+ (@ +2*+... + (z+9)? =9

Solucién:
Solucién 1:
Se procederd por reduccion al absurdo, supongamos que si existen dichos enteros. Tenemos que:

Y=@+1)2+(@+2)>+...+ (z+9)?
=027 +2(1+2+3+...+ 9z + (12 +22+...+9?)

9-10 9-10-19

= 3(32% + 302 + 95)
De aqui obtenemos que
3192 =3|y=3%y*=3%|3(32% +30x +95) = 3| 322 + 3024+ 95 = 3| 95
Pero esto ultimo es una contradiccion, pues 95 no es multiplo de 3, por lo que hemos terminado la demostracién.

Solucién 2:
Al igual que en la solucion 1 se resolvera por reduccién al absurdo, y asi mismo se obtiene que deberia cumplirse
que 32 = 922 + 90z + 285.
Lo anterior se cumple si y sélo si
92% 4+ 90z + 285 — y* =0

Entonces esta ecuacion debe tener soluciones enteras, por lo que

=90+ /8100 — 36(285 — y2)
e 2(9)
21 2
el v/ —2160 + 36y
18
2 _
_ _py BvyT—60
18

[2 _
_ 54 Y 60

N 3

Entonces 3 | /y2 —60 = 9 | 4> — 60 = 3?> = 60(mod9) = y?> = 6(mod9), pero los residuos cuadraticos en
modulo 9 son 0, 1, 4 y 7, por lo que hemos llegado a una contradiccién, con lo que hemos terminado la de-
mostracion.
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Solucién 3:
Al igual que en la solucion 1 se resolvera por reduccién al absurdo, y asi mismo se obtiene que deberia cumplirse
que

y? = 922 4 90z + 285
= y* = (927 + 90z + 225) + 60
— y? = (32 +15)* 4 60
> 60 =y* — (3z + 15)? (1)
De esta manera se puede afirmar que y > 3xz+15, es decir que y > 32+16, pero ademés como y2 —(3z+15)? = 60

entonces y y 3x + 15 deben tener la misma paridad para que su diferencia sea par, entonces y > 3x + 17, por
lo que

y? — 3z +15)% > (3z + 17)% — (3z + 15?)
> (32 + 17 — 3z — 15)(3x + 17 + 3z + 15)
> (2)(6z + 32)
> 12z + 64

Como z € Z7T entonces 12z 4 64 > 60 por lo que y? — (3z + 15)2 > 60, pero por (1) se tendra entonces que
60 > 60 lo cual es un absurdo, de esta manera hemos llegado a la contradiccién que permite concluir con la
demostracion.

Problema 2. Se trazan todas las diagonales en un poligono convexo de 2017 lados. Una recta [ interseca a
dicho poligono pero no pasa por ninguno de sus vértices. Demostrar que la recta [ interseca a un nimero par
de diagonales de dicho poligono.

Solucién:

Solucién 1:

Notemos que ya que la recta [ no pasa por ninguno de los vértices, entonces dividird el plano en dos conjuntos
de puntos Ay B, con |A| = a y |B| = b cantidad de puntos en cada semiplano donde a+b = 2017. Esto implica
que exactamente uno de los dos, a o b es par. La recta [ corta a cada segmento que une un punto de A con
un punto de B. En total hay ab segmentos que la recta [ corta. De estos ab segmentos, todos son diagonales
excepto por dos de ellos, que son lados del poligono. Por lo tanto hay ab — 2 diagonales que la recta [ corta, y
ya que a o b es par, entonces ab — 2 también serd par.

Solucién 2:
Como la recta [ no pasa por vértices entonces corta a dos lados en su interior y por tanto separa al poligono
dejando una cantidad de vértices en una regién y el resto en la otra regién.

Sabemos que de cada vértice salen 2014 diagonales, de las cuales, las que van de un semiplano (el plano dividido
por 1) a otro seran cortadas por la recta . De modo que, para contar las que se cruzan se pueden contar todas
las diagonales que salen de los vértices en un semiplano de la recta [, esta cuenta tiene la forma 2014x, luego
se debe descontar el doble de las diagonales que se queden en el mismo semiplano, porque contando todas las
diagonales que salen de cada vértice, estas son contadas dos veces, esta cuenta tiene la forma 2y, por lo que el
nimero de diagonales que son intersectadas por la recta I es 2014z — 2y que evidentemente es par.
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Problema 3. Sean A, B, C, D cuatro puntos distintos sobre una recta L, de tal modo que AB = BC = CD.
En uno de los semiplanos determinados por la recta L, se eligen los puntos P y @ de tal manera que el tridngulo
CP(Q) es equilatero con sus vértices nombrados en sentido horario. Sean M y N dos puntos del plano tales que
los tridngulos M AP y NQD son equildteros (los vértices también estdn nombrados en sentido horario). Hallar
el valor en grados del angulo ZM BN.

Solucion:

Solucién 1:

Recordemos primero algunas propiedades importantes de las rotaciones:

Lema 1. Si un tridngulo F1FG rota un angulo « alrededor del vértice F', obteniéndose de esta forma el
tridngulo F2F'Gs, entonces el angulo que forman las rectas F1G1 y F2Gs es a.

Lema 2. Si un tridngulo F1FG; rota 60° alrededor de F', obteniéndose de esta forma el tridngulo FoF'Go,
entonces el tridngulo E1F Es es equilatero. Lo mismo sucede con el tridngulo G1 FGs.

Ahora, trabajaremos en el problema. Usaremos angulos dirigidos médulo 180°.

A B C D

Como los tridngulos APM y CQP son equildteros y LAPC = LM PQ (ya que LAPC = L{APM + £AMPC
y AMPQ = LMPC + £CPQ), es facil notar que los tridngulos APC y M PQ son congruentes (por el caso
de lado-dangulo-lado), es més, podemos afirmar que el tridngulo M PQ es el resultado de rotar 60° el tridngulo
APC, en consecuencia, por el Lema 1, las rectas MQ y AD forman un dngulo de 60°.

Sean AB = BC = CD =1, como AC = 2] entonces M@Q = 2l. Sea R=MQNAD. Como £DNQ = LQED =
60°, los puntos N, D, Ry @ son conciclicos. Por tanto {NQM = K NQR = ANDR = ANDA.

Fijémonos en los tridangulos NQM y NDB, tenemos que NQ = ND, ANQM = ANDAy MQ = BD = 2I,
luego los tridangulos NQM y NDB son congruentes, ademéas, como ZQND = 60° el tridngulo NDB es el
resultado de rotar 60° el triangulo NQM. Por Lema 2 en triangulo NBM es equilatero, con esto concluimos
que ZMBN = 60°.

Solucién 2:

Esta solucién serd por geometria analitica, haciendo uso de los niimeros complejos.

Definamos para todo punto X su complejo como X = x, con x € C. Supongamos sin pérdida de generalidad
que L es el eje real del plano complejo, su origen el punto B y a = —1.
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Claramente b =0, c =1y d = 2. Como @ es un punto cualquiera del plano entonces sea Q = q con q ¢ R. Sea
€ = cos(60°) + isen(60°), entonces € = cos(—60°) + isen(—60°) y e€ = 1.

Veamos que p = (¢ — 1)e+1,luegom = (p+1)e—1=((¢g— 1)e+2)e— 1, asi como n = (¢ — 2)e + 2.

Ahora vamos a demostrar que m es una rotacién de n con centro en B y angulo de —60°, esto ocurre si y sélo
si
ne =1m
— ((q—2)e+2)e=((g—1)e+2)e—1
< (q—2)ee+2e=(¢—1)ee+2e—1
— q—2+2=q—1+2e—1

Lo dltimo es evidente que es cierto, con lo que se conluye que el angulo es 60°.

Problema 4. En el paralelogramo ABC D, una recta que pasa por C corta a la diagonal BD en £y AB en
F. Si F es el punto medio de AB y el drea de ABEC es 100, hallar el drea del cuadrilatero AFED.

Solucidén: Se traza la recta AC que corta a DB en G.

D

En AABC, BG y CF son medianas; por lo tanto FE = £(EC). Si (BEC) = 100 entonces (EFB) = 50 ya
que comparten la misma altura.

Ahora veamos que AABD y AFBC tienen la misma altura y AB = 2(FB). Por lo tanto (ABD) =2-(FBC(C),
y como (FBC) = 150 entonces (ABD) = 300.

Entonces tenemos que (AFED) = (ABD) — (FBE) = 300 — 50 = 250.
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Problema 5.  Determinar la cantidad de enteros postivos N = abcd, con a,b,c,d digitos no nulos, que
satisfacen

(2a —1)(2b—1)(2¢ — 1)(2d — 1) = 2abed — 1

Solucién: Lema. Sean a y b enteros positivos, entonces (2a —1)(2b — 1) > 2ab — 1 y la igualdad se cumple si
ysolosia=1o0b=1.
Prueba. Sean a y b enteros positivos. Veamos que:

(2a —1)(2b—1) > 2ab—1
< 4dab—2a—2b+1>2ab—-1

— 2ab—2a—20+1>0
<~ 2(a—-1)(b—1) >0,

Lo cual es cierto y claramente la igualdad se cumple cuando a =10 b= 1.
Aplicando el lema tenemos que:

(2a —1)(2b — 1) > 2ab — 1
(2c—1)(2d — 1) > 2cd — 1.

Ademas, también se cumple que (2ab — 1)(2cd — 1) > 2abed — 1. Luego, tenemos que
(2a —1)(2b — 1)(2¢ — 1)(2d — 1) > 2abed — 1,

v la igualdad se cumple cuando los tres casos de igualdad de las desigualdades anteriores se cumplen, es decir,
cuandoab=1ocd=1,a=10b=1yc=1o0d=1;lo que es equivalente a que tres de los niimeros a, b, c,
d sean iguales a 1. Finalmente los nimeros abed que satisfacen dicha condicién son:

1111, 111, 1611, T1cl, 111d

(con a,b,c,d # 1), que en total son 1+ 8 x 4 = 33 niimeros.

Problema 6. Un entero positivo n es “olimpico” si existen n enteros no negativos x1, x2, ..., T, que cumplen
que:

e Lxiste al menos un entero positivo j : 1 < j < n tal que x; # 0.

e Para cualquier manera de escoger n numeros ci, cs, ..., ¢, del conjunto {—1,0,1}, donde no todos los ¢;

son iguales a cero, se cumple que la suma ciz1 + a2 + ... + ¢,z 10 es divisible para n?.

Hallar el mayor entero positivo “olimpico”.

Solucién: Consideremos los valores de S = ¢1x1 + cozg + ... + ¢, cuando ¢; se escogen del conjunto {0, 1}.
S no puede ser un multiplo de n3. Hay 2" — 1 valores posibles para S (sin incluir el caso en el que todos los
¢; son 0). Si hay dos valores iguales, podemos restarlos entre ellos y obtener 0 = - c/la:l + C/QCUQ + ...+ c/nxn
donde los c; pueden ser también —1. Por el principio de las casillas debemos tener que n?® > 2" — 1. Por lo
tanto n es a lo mucho 9. Es fécil ver que (z1, 22, x3,...,29) = (1,2,4,...,256) es una construccién vélida para
n =9 por lo tanto el mayor entero positivo olimpico es 9.
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